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Abstract 

Let / be a dominating meromorphic self-map of a compact Kahler mani- 
fold. Assume that the topological degree of / is larger than the other dynam- 
ical degrees. We give estimates of the dimension of the equilibrium measure 
of /, which involve the Lyapounov exponents. 
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1 Introduction 

Solent X une variete kahlerienne compacte de dimension k ei f : X ^ X une 
application meromorphe dominante. On note dt son degre topologique, Afc_i son 
{k — l)-ieme degre dynamique (cf section ITTl) . et on suppose que dt > Xk-i- Fixons 
aussi une forme de Kahler u sur X, normalisee par Jx^'^ = 1- Sous ces hypotheses, 
Guedj a montre dans (Hj que la suite de mesures : 

converge vers une mesure de probabilite invariante /i (cf aussi |R.S| . |DS1| et |DS2| ). 
Ce resultat avait ete etabli auparavant pour les applications holomorphes de de- 
gre algebrique d > 2 sur I'espace projectif P'^ (alors dt = d^ et X^-i = d^~^) et 
pour les applications d'allure polynomiale. On consultera a ce sujet les livres de 
Berteloot-Mayer |BM| (en dimension 1) et de Sibony |^ (en dimension superieure). 
On trouvera aussi dans ces ouvrages une bibliographic plus detaillee. 

La mesure limite integre les fonctions quasi-psh, ce qui assure I'existence de 
ses exposants de Lyapounov. Nous les noterons en ordre croissant Xi < ' ' ' < Xfc- 
Si S designe leur somme, on dispose des inegalites (cf |BD| . |DS1] . [G]) : 

Xi>^log^ et 2S>logd^ 
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D'une maniere generale, les exposants de Lyapounov sont relies a I'entropie et 
a la dimension de /x, notees respectivement h{fi) et dim-^(/i) (cf section EH). Par 
exemple, si / designe une fraction rationnelle de degre d sur P\ on a h{fi) = logd = 
dim'H(/i).X, on x 6st I'unique exposant de (cf [L], |M])- Une telle formule provient 
du caractere conforme de /. Notons qu'il existe une relation semblable pour les 
diffeomorphismes des surfaces reelles compactes (Yj. 

En dimension complexe plus grande que 1, les applications meromorphes ne sont 
plus conformes. On connait une minoration de la dimension lorsque jj est une masse 
de Monge- Ampere a potentiel holderien (par exemple si / est holomorphe sur P*', 
[B] §111.2, [S| §1-7). Cette minoration fait apparaitre I'exposant de Holder. Notons 
que fi ne possede pas toujours cette propriete de regularite. On dispose aussi d'une 
maj oration faisant intervenir les exposants lorsque / est un endomorphisme holo- 
morphe de d'origine polynomiale |BdM| . 

Le but de cet article est d'etablir I'encadrement suivant : 
Theoreme 1.1 Sous les hypotheses precedentes, la dimension de fi verifie : 

< dunM <2k- ^^Zli^. (1) 
Xk Xk 

La demonstration repose essentiellement sur I'existence et le controle des branches 
inverses des iteres de / le long d'orbites negatives typiques (cf la proposition 13. ip . 
Nous donnons dans le cas meromorphe un enonce semblable au cas holomorphe, dii 
a Briend-Duval |BD] . Le nouvel ingredient est le controle de la vitesse d'approche 
des orbites negatives vers I'ensemble J7 qui contient les ensembles d'indetermination 
de / et f~^. L'integrabilite de la fonction log(dist (.,^7)) (cf lemme ITT^ joue ici un 
role crucial. Notre enonce apporte aussi une precision supplementaire : il permet de 
comparer les families de branches inverses (/~")n>o definies au voisinage de f^{x) 
lorsque p varie. II stipule par exemple que le rayon de la boule sur laquelle elles sont 
definies decroit exponentiellement lentement lorsque p devient grand. 

Esquissons la preuve de la majoration de (^. Nous reprenons en partie la meth- 
ode de Binder et DeMarco jBdMj . II s'agit d'introduire un borelien A de mesure 
positive sur lequel on dispose d'un controle uniforme des branches inverses. La 
proposition 13.11 nous fournit des suites (r„)„ et (7„)„ a decroissance lente telles que 
pour tout X E A et pour tout n > : 

- la branche inverse gn de /" verifiant gn{f^{x)) = x existe sur Bn ■= Bfn(^^-^(rn), 

- I'ouvert gn{Bn) contient B'^ = 5^(7„e""'^'=), 

- le volume de gniBn) est majore par ce~^"^, ou c est une constante. 

On a note B^^r) la boule ouverte centree en x et de rayon r. Les boules du type B'^ 
permettent alors de construire des recouvrements de A de diametre arbitrairement 
petit, et I'estimation sur le volume donne une borne sur leur cardinal. On obtient 
ainsi la majoration indiquee. 
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Venons-en a la minoration. Elle repose sur le resultat classique suivant (cf (Yj) 



Theoreme 1.2 Soit A un horelien de X tel que /i(A) > 0. Supposons que pour tout 
X G A, il exists une suite decroissante de reels positifs {pn{x))n>o verifiant : 

lim p„(x) = , lim = 1 (2) 

a < lim inf ^^^^^(BM-^))) ^ ^.^ logMi?.(Pn(x))) ^ ^_ 

Alors la dimension de Hausdorjf de A verifie a < dim7^(A) < b. 

Notons que seule la minoration sera utilisee, sous la forme du corollaire : 

Corollaire 1.3 Si il existe un horelien A de X verifiant les proprietes ^ et 
alors la dimension de /i satisfait : 

dim7^(p) > a. 

En effet, si Z est un borelien de X de mesure 1, alors les points de A fl Z satisfont 
(121) et Q, ce qui entraine dim7^(Z) > dim>^(A fl Z) > a. 

L'ensemble A sera en fait de mesure 1, et proviendra de la proposition sur les 
branches inverses. Nous prendrons pour i?^(p„(x)) les boules B'^ introduites plus 
haut : la decroissance lente de leur rayon nous assure que Q est bien satisfaite. 
La minoration dans ^ est alors consequence du corollaire. Signalons que la borne 
a = obtenue dans le theoreme provient du fait que p est de jacobien constant 



dt (cf section l2TT| . 

Dans le cas holomorphe, le theoreme II .U se reformule ainsi : 

Corollaire 1.4 Soit f un endomorphisme holomorphe de ¥^ de degre algehrique 
d > 2. Alor's la dimension de la mesure d'equilibre jj, de f verifie : 

^ < dim„(p) < 2fc - ^^IlA]^ < 2A; - 2 + i^. 

X.k Xk Xk 

La derniere majoration provient de I'inegalite Xi ^ | logd due a Briend-Duval |BDj . 
On retrouve alors I'estimation de Binder-DeMarco etablie pour les endomorphismes 
/ d'origine polynomiale |BdM] . Lorsque les exposants de Lyapounov sont minimaux, 
i.e. egaux a | log d, les inegalites ci-dessus deviennent des egalites, et seuls les ex- 
emples de Lattes verifient cette propriete (cf | iBDu| . jP]). Notons que notre resultat 
reste valable pour les applications a allure polynomiale dont la mesure d'equilibre 



integre les fonctions psh |DS1| . On obtient egalement ces estimations dans un cadre 
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reel. Par exemple, il est possible d'associer a des revetements ramifies sur des var- 
ietes riemaniennes des "mesures d'equilibre" fj, naturelles (cf |DS1| §2). Elles sont 
de jacobien constant dt, et le jacobien de / est /x-integrable (cf section [^HJ . Si les 
exposants de fi sont strictement positifs (cette hypothese est toujours satisfaite en 
dimension 1), on demontre de meme la proposition 13.11 sur les branches inverses et 
on en deduit un encadrement analogue sur la dimension de /x. 

L'article s'organise de la maniere suivante. La deuxieme section consiste en des 
generalites : nous y precisons les notations, ainsi que la definition des fonctions a 
variation lente. La section suivante est consacree a la proposition sur les branches 
inverses. La demonstration du theoreme ll.ll occupe finalement le dernier paragraphs 

Remerciements : Nous remercions le referee pour sa lecture attentive. Ses remarques 
judicieuses nous out aide a ameliorer la redaction de Particle. 

2 Generalites 

2.1 Definitions et remarques 

Nous travaillons avec la metrique induite par une forme de Kahler uj fixee. Pour 
simplifier les estimations, nous I'identifions parfois dans les cartes avec la metrique 
standard. Une fonction u sur X est quasi-plurisousharmonique (quasi-psh) si elle 
est integrable, semi-continue superieurement et verifie iddu > -co;, ou c > 0. 
Autrement dit, localement, u est la somme d'une fonction psh et d'une fonction 
lisse. 

Pour tout X G X et r > 0, on note Br^i^r) la boule ouverte centree en x et de rayon 
r. Le diametre et le volume d'une partie A de X sont respectivement notes diam (A) 
et vol (A). La distance d'un point x G X a une partie A est notee dist {x,A). On 
note aussi Lip (h) la constante de Lipschitz d'une application h : U X definie sur 
un ouvert U de X. 

Soient Xi et X2 deux varietes complexes compactes, Z := Xi x X2 et ni,n2 
les projections de Z sur ses facteurs. Par definition, une application meromorphe 
multivaluee g : Xi ^ X2 est la donnee de sous-ensembles analytiques F de Z et .4 
de Xi tels que n^^i^A) ne contient aucune composante de T et tels que la restriction 
VTi : r\7r]"^(^) ^ Xi\A est un revetement non ramifie de degre d. En particulier, A 
contient I'ensemble d'indetermination de g {i.e. les points x G Xi tels que vrf ^(x)nr 
est infini) et les singularites de T sont contenues dans 7ri^{A). Au voisinage de tout 
point z ^ A, I'application g est done une collection de d applications holomorphes 
gi,...,gd et on pose : 

II dg{z) II := max || dgi(z) \\ , || d^g{z) || := max || d^gi{z) || . 

ie{l,...,d} " " i&{l,...,d} " " 
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Pour AcXietB C X2, posons g{A) := n2{n^\A)nT) et g-\B) := 7ri(7r2"^(5)nr). 
Nous utiliserons le resultat suivant : 

Lemme 2.1 Soient g : Xi ^ X2, Qi et A comme ci-dessus. II existe des constantes 
T > et p telles que pour tout x E Xi\A, on a 

II dg{x) II + II d^g{x) \\ < rdist {x,Ay^ 

et 

dist {gi{x),g{A)) < t dist (x, AY^^. 

Demonstration : Verifions que Ton peut supposer que T est lisse. Posons a 
cet effet A' := 7rf^(^). D' apres le theoreme de desingularisation d'Hironaka jHj, 
il existe une variete complexe compacte Z, une sous-variete lisse F de Z et une 
application holomorphe n : Z ^ Z telles que tt soit d'une part une bijection entre 
Z \ 71'^ {A') et Z \ A' et d'autre part une bijection entre T \ tt~^{A') et F \ A'. 
Puisque I'application ttiott : F — ^ Xi est holomorphe, son inverse 5^ : Xi — F est une 
application meromorphe multivaluee. Ainsi, g est la composee de g par I'application 
holomorphe o tt dont la differentielle est uniformement bornee. Done, quitte a 
remplacer g par g, on peut supposer que F est lisse. 

Soient (a, 6) G F et M, X des cartes de Xi,X2 contenant respectivement a et b. 
On les munit de coordonnees (xi, . . . ,Xk) et (yi, . . . ,yi) telles que a = et 6 = 0. 
Soit [/ d M X X un voisinage de (0, 0). Fixons {x,y) eT nU et notons B C M\A 
la boule centree en x de rayon maximal telle que la composante F(a, de n^^^B) fl F 
contenant (x, y) soit incluse dans M x N. Soit g* I'application univalente definie 
sur B de graphe T(^x,y)- 

Montrons la premiere inegalite. Nous allons estimer les derivees de g* en x en 
utilisant la formule de Cauchy. Puisque g* est bornee (elle prend ses valeurs dans X), 
il suffit de montrer que B contient une boule centree en x et de rayon r"dist (x, A)'^, 
ou r" > et g G N*. Observons que sur la variete lisse F fl M x X de dimension k, 
les formes holomorphes dyj s'ecrivent de fagon unique comme combinaisons lineaires 
des formes dxi a coefficients meromorphes. Ces coefficients sont en fait holomorphes 
hors de A' car F y est localement une union de graphes. Ainsi, quitte a restreindre 
M et X, on a || dg*{z) \\ < r'dist (z,^)"^ pour tout z G i3, ou r' > et g G N*. On 
en deduit, d'apres I'inegalite des accroissements finis, qu'il existe une boule centree 
en X et de rayon r" dist (x, AY contenue dans B. On utilise ici le fait que F fl M x X 
est une sous-variete de M x X et le fait que tti : F \ — > Xi \ ^ est un revetement 
non ramifie. La premiere inegalite en decoule. 

Passons a la deuxieme inegalite. En posant y := g*{x), il suffit de montrer 
dist {y,g{A)) < dist {x,AY^^. Soient u et v des fonctions holomorphes vectorielles 
sur M et X telles que A = {u = 0} dans M et g{A) = {v = 0} dans X. On dispose 
des estimations suivantes, avec g G N* : 

dist (x,^)^<h(x)||< dist (x,^), (4) 
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dist{y,g{A)y<\\v{y)\\<d\st{y,giA)). (5) 

Les inegalites de gauche sont celles de Lojasiewicz (|Loj. IV. 7. 2) et celles de droite 
proviennent de I'inegalite des accroissements finis. Observons que I'ensemble an- 
alytique Ai := {z & T n M x N, m o 711(2;) = 0} est contenu dans A2 '■= {z E 
TnM X N, f o (-2) = 0} . La variete F fl M x etant lisse, on obtient les inegalites 
suivantes de la meme maniere que (jH) et ((^1) : 

\\v{y)\\ = \\v o 712(0:,?/) II < distr((x,y),^2) 

<distr((x,i/),A) < ||no7ri(a;,y)f/'?' = ||n(x)||i/'?'. 

Cela termine la demonstration D 



Dans toute la suite, / : X — > X designe une application meromorphe dominante. 
Cela signifie que son jacobien (defini plus bas) n'est identiquement nul sur aucun 
ouvert de X. Notons que I'application : X X est meromorphe et multival- 
uee. Soient dt le degre topologique de /, C son ensemble critique et X son ensemble 
d'indetermination. On pose JT"' := f{C U X) et := J^' U f^^{J^'). Dans la section 
El nous appliquerons le lemme l^TD a g = f et g = avec ^ := X ou J''. 

Pour tout I E {1, . . . , k}, on definit la forme f*uj'' comme I'extension triviale de 
{f\x\i)*^^ a travers X. Avec cette convention, Jac (/) est la fonction positive sur X 
verifiant f*uj^ = Jac {f).uj^ . Les degres dynamiques Ai, . . . , Afc de / sont definis par 

(cf lESl, inEHl) : 

A; := lim ( / r*J Auj''-^ 
\Jx 

Sous I'hypothese dt > \k-i, la suite de mesure /i„ := -^f^*oo^ converge vers une 
mesure de probabilite invariante ergodique /i verifiant (cf (EE), (Hj, |DS2] ) : 

(a) Les fonctions quasi-psh sur X sont /x-integrables. 

(P) /i est de jacobien constant dt : pour tout A borelien de X \ X sur lequel / 
est injective, on a fi{f{A)) = dt.fi{A). 

La propriete (a) montre que la fonction log(dist (x, J')) est yU-integrable. En effet, 
elle est minoree par une fonction quasi-psh sur X. C'est clair si X est une variete 
projective. Si X est seulement kahlerienne, ceci resulte d'un resultat de Blanchard 
(cf |DS2| . App. A.l). II s'ensuit /i(j7) = 0. D'apres le lemme l2?T] applique a / et /~^, 
on pent majorer les valeurs absolues des fonctions log || dfi^x)"^^ \\ et log(Jac/(x)) par 
une fonction du type Ci — C2 log(dist {x, J')), ou Ci et C2 sont des constantes positives. 
Par exemple, les deux inegalites dans le lemme ED appliquees a donnent 

II df{x)-' II < II idf-')ifix)) II < dist ifix),jr' < dist ix,J)-^. 
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Les fonctions log || df{x)^^ \\ et log(Jac /(x)) sont done /i-integrables et les exposants 
de Lyapounov Xi ^ ' ' ' < Xfc de /i sont bien definis. On dispose de I'egalite : 

2E:=2(xi + --- + Xfc)= / logJac(/)ci/i 

Jx 



et de I'inegalite 2S > \ogdt (cf par exemple |DSlj ). Rappelons que les exposants xi 
et Xk sont definis par : 



lim — / log II ^\\dfi{x)= inf |— / log\\df^{x) ^\\d^{x] 



et 

Xk 



^u. i/,o.||.rw|[..w^i.f{^/iog||#"wii*(. 

N-^+oo l\l Jx N>1 I. iv Jx 



Ces egalites nous permettent de remplacer / par une iteree dans la demonstration 
du theoreme 11.11 En eff'et, le degre topologique de est d^ et /x est aussi la 
mesure d'equilibre de , d'exposants Nxi, ■ ■ ■ ,Nxk- On pent done supposer que 
pour < eo < 1 fixe, on a : 

-Xi < [ log II df{x)-' II dfx{x) < - eo) (6) 

Jx 

et 

Xk< log II df{x) II < + eo)- (7) 



X 



2.2 Extension naturelle 

II s'agit ici de rendre inversible le systeme dynamique (X, /, /x) en considerant son 
extension naturelle (cf |CFSj . Chap. 10, §4). Posons : 



X := jx := {Xn)n& , f{Xn) = Xn+1^ C 



muni de la topologie produit. On note ttq : x i— > Xq la projection "an temps zero", et 
/ le decalage a gauche sur X de sorte que / o ttq = ttq o / . L' extension naturelle de 
{X,f,fi) est le systeme dynamique (X,/,/i), ou fi est I'unique mesure de probabil- 
ite sur X, invariante par /, verifiant jl{7rQ^{A)) = n{A) pour tout borelien A de X. 
Cette mesure est ergodique car fj, est elle-meme ergodique. 



Observons que I'extension naturelle offre un cadre de travail commode pour 
definir les branches inverses des iteres de /. Pour tout x e X, on note (lorsqu'elle 
existe) la branche inverse de /" definie au voisinage de xq, verifiant /^"(xq) = 
x_„. Cependant, I'interet de I'extension naturelle ne s'arrete pas a ce formalisme. 
L'invariance de fi par le decalage et son inverse sont cruciales. Cela apparait dans 
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la preuve du lemme 12.31 (le theoreme de Birkhoff est utilise avec / et / ^) et de 
maniere cachee dans les demonstrations des inegalites du theoreme ll.il 

Nous terminons cette section en introduisant le borelien /-invariant 

oil J a. ete introduit a la section ITTl Get ensemble est de mesure totale, car /i(j7') = 
0. Signalons qu'on lui supprimera par la suite des ensembles de mesure nulle, sans 
pour autant changer de notation. 



2.3 Fonctions a variation lente 

La preuve du theoreme 11.11 repose sur I'existence des branches inverses le long 
d'orbites negatives typiques. II sera aussi necessaire de pouvoir comparer les families 
de branches inverses (^/^"^-) j lorsque p devient grand. On s'interesse en parti- 

culier aux variations du rayon de la boule sur laquelle celles-ci sont definies. Cela 
nous amene a introduire la definition de fonction a variation lente, qui rejoint celle 
de fonction temperee ( |KH| . Chap.S. §2) : 

Definition 2.2 Soit e > 0. Une fonction mesurable S : X ^ M*^_ est dite e-lente si 
il existe une fonction mesurable Si : X ^ verifiant : 

Vx fi-p.p. , Vg > 1 , sCf\x)) > e"^'Si{x). 

S est dite e-rapide si il existe une fonction mesurable S2 ■ X ^ telle que : 

Vx fi-p.p. , Vg > 1 , S{f^{x)) < e'^'S2{x). 

Observons que le supremum et I'infimum d'une famille finie de fonctions e-rapides 
(resp. e-lentes) sont encore des fonctions e-rapides (resp. e-lentes). On pent aussi 
supposer que Si (resp. S2) prend ses valeurs dans ]0, 1] (resp. [l,+oo[). Le lemme 
qui suit repose sur le theoreme de Birkhoff. 

Lemme 2.3 Soient e > et u : X ^ une fonction mesurable telle que \ogu G 
L^(/i). Posons X '■= Jx^'^S'^^l^- 

(a) // existe une fonction e-lente Vi : X -^]0, 1], et une fonction e-rapide V2 : X — »• 
[1,+cxd[ verifiant : 

n 

Vx fi-p.p. , Vn > 1 , Vl(x)e"('^-^) < JJm(x_j-) < y2(£)e"^^+'^ 
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(b) // existe une fonction e-lente V : X -^]0, 1] verifiant : 

Vx /t-p.p. , > , u{x-n) > F(x)e""'. 

Demonstration : Montrons la premiere partie. II suffit d'etablir I'existence de V2, 
car celle de Vi s'en deduit en considerant la fonction 1/u. Le theoreme de Birkhoff, 
applique aux systemes (X, /, fi), (X, /^^, jl) et a la fonction x 1-^ logM(a;o), fournit : 

n ^ n— 1 

/t-p.p. , lim — > \ogu(x-j) = lim — > log-ufx-,) = y. 
n ■^^ — ^ n— »+oo ri — ^ 

j=l j=0 

II existe done une fonction mesurable p : X — > [1, +cxd[ verifiant : 

n 

Vx /i-p.p. , Vn > 1 , JJu(a;_j) < p(x)e"(^+^/2)^ 

n 

Wx /i-p.p. , Vn > , p(x)~^e"(^-^/2) < Y[u{xj) < p(x)e"(^+^/2). (8) 

j=0 

Posons 

n 

1/3' := sup I JjM(x_j)e-"(^+^/2)} et V^2(x) := max jl, ^'l^)}- 

Ces fonctions sont bien finies presque partout. La fonction V2 verifie I'inegalite 
voulue. Nous montrons maintenant qu'elle est e-rapide. Fixons x generique, et 
posons p := p{x), V2 := V2(x), t± := e^^"/^ et 7r„ := 11^=0 ""(-^i)- ligne s'ecrit 
alors p~^t!^ < tt^ < ^t". Ainsi, pour tout q > I : 

--1 ^ 1-9 



V^inx)) < sup|^^^^,...,^^^^i^,7^,_lr;^7^,_lr7\/,| 
< supl^^,...,p'^,pr-^,pT-^V2> 



< sup{pV'?-2)^...,p^pr;^pr;lv2} 

< p2e'''max(l,r_;i)\/2 

car p > 1 et V2 > 1. Ceci entraine que V2 est e-rapide. 

Le point (b) est une consequence du point (a) en remplagant e par e/2 : I'inegalite 
est satisfaite avec la fonction V{x) := min{l, m(xo), e'^Vi/V2}. D 



9 



2.4 Dimensions 



Nous rappelons la definition de la dimension de Hausdorff et celle de la dimension 
d'une mesure. On consultera par exemple les livres de Falconer ([Fj, Chap. 2) et de 
Pesin (jP], Chap. 2). Soit A une partie de X. Pour tout a > et 5 > 0, on note : 

A„,5(A) := inf | ^ (diam ?7)"} 

ou Qs parcourt I'ensemble des recouvrements de A par une famille finie ou denom- 
brable d'ouverts de diametre inferieur a 5. La a-mesure de Hausdorff et la dimension 
de Hausdorff de A sont alors definies par : 

A„(A) := lim t KA^)^ 

dim7^(A) := inf |a > , Aq(A) = o| = sup |a > , Ao(A) = +oo| 
et la dimension de jj, est egale a : 

dim7^(/i) := inf | dim7^(Z) , Z borelien de X , ^,{Z) = l|- 

Celle-ci nous renseigne sur la maniere dont (i remplit son support. Observons pour 
terminer le fait elementaire suivant. Nous I'utiliserons pour etablir la majoration du 
theoreme 11.11 

Lemme 2.4 Pour tout borelien A verifiant /u(A) > 0, on a dim7^(/x) < dim7^(A). 



Demonstration : Introduisons I'ensemble 

z := |z e X , 3n e z , n 7^ 0} 

oia JT" a ete defini a la section 12.11 Puisque /i(j7') = 0, I'invariance de /i entraine 
fi{Z) = 0. L'ensemble invariant U„gz/'^(A \ Z) est done de mesure 1, car /i est 
ergodique. On en deduit : 

dim«(/x) < dim^ ( M nA\Z)) = sup dimnr{A\Z) = dunn{A\Z) < dimw(A) 

ou la premiere egalite est classique, tandis que la deuxieme provient du caractere 
meromorphe de /. D 
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3 Branches inverses 



L'objectif de cette partie est d'etablir la proposition 13.11 qui fournit I'existence et 
le controle des branches inverses des iteres de / le long d'orbites generiques. On 
trouve des resultats similaires dans les articles de Briend-Duval |BD| et Binder- 
DeMarco |BdM| . Nous traitons ici le cas meromorphe et nous precisons comment 
varient les fonctions C,k et r. On se fixe une fois pour toutes < e <^ Xi- Le reel 
eo et I'ensemble X* ont ete respectivement introduits aux sections 12.11 et 12.21 On 
s'autorise aussi a supprimer a X* des ensembles de /i-mesure nulle sans changer de 
notation. 

Proposition 3.1 II existe une constante p > 1 independante de e et des fonctions 
mesurables C, k : X* — > [1, +oo[, r : X* —^]0, 1] satisfaisant pour tout x G X* : 

(a) r est pe-lente, C et k sont e-rapides. 

(b) Z^"" est definie sur Bx^i^ri^)) pour tout n > 1. 

(c) Pour tout 0<s< r{x), on a (^^e-"(^'=(i+^«)+^)) C /r"5,„(s). 

(d) Pour tout 0< s < r{x), on a vol f^'"{B,x^{s)) < k(£)vo1 5^o(5)-e~"^^^"'^- 

La demonstration repose sur les deux lemmes suivants. Le premier montre que 
les orbites negatives typiques de / ne s'approchent pas trop vite de I'ensemble ana- 
lytique J defini a la section 12.11 : 

Lemme 3.2 // existe une fonction e-lente Ai : X* ^]0, 1] telle que : 
Vx G X* , Vn G N , dist {x^n,J) > 2Al(x)e~"^ 

Demonstration : La fonction u{x) := log dist (x, JT") est p-integrable, d'apres la 
section im On invoque alors le lemme [23 (b) . On supprime ici a I'ensemble X* un 
ensemble de mesure /i nulle. D 

Le deuxieme lemme est un resultat d'inversion locale quantitative. Pour tout 
X G X*, on pose : 

Vn{x) ■.= {zeX, dist (z, J) > Ai(x)e-"^} . 
On introduit egalement (cf section l2?I| : 

"•^ ^ ' II ^ IIV„+i(a;) II J IIV„+i(x) II IIV„+i(x) II IIV„+i(2:) 

Le lemme im applique a / et avec ^ := X ou J'' fournit des constantes c, c' > 1 
et p' > 1 independantes de e verifiant : 

Vx G X* , 3ze V„+i(x) , M„(x)2^+^ < c'dist(;z, J^)-^' < c (Ai(x)e-('^+^)^)"''' . 
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Pour tout X G X* et tout n G N, notons : 

:=min{l, || c(/(a;_„_i) || , || c(/(a;_„_i)"^ || , Jac . 

On pose alors : 

_ a„(x)A(x)e-("+^)^ 

ou C est une constante verifiant C > max{e^/^, (1— e~'^/^)^^}. Le theoreme d'inversion 
locale "precise" est le suivant. 

Lemme 3.3 Soit Bn := -Bs_„(r„(x)). Alors, pour tout n > 0, 

(a) / possede une branche inverse g sur Bn verifiant g{x^n) = X-n-i- 

(b) Lip((7|Bj<|M/(a;„„_i)-M|e^/2_ 

(c) Lip < II df{x_n-i) II e^/2_ 

(d) inf |jac/(i/),y G > Jac /(x_„_i)e-^/2_ 

(e) // existe une fonction rj : X* -^]0, 1], qui est 3p'e-lente, et telle que 

> , r„(£) > e-^'"'''r]{x). 

Demonstration : 

(a) On a 5„ C V„(x) C X\ car r„(x) < Ai(x)e-"' < d{x-n,J)/2 (cf lemme 
On termine en rappelant que J/ contient les valeurs critiques de /. 

(b) Par definition de M„(a:) et de r„(a;), on obtient en utilisant I'inegalite des ac- 
croissements finis : 

Lip(^|i?J < sup {\\ dg{y) \\ , y e Bn} 



< 




1 + r„(x)M„(x) 


< 1 


1 df{x^n-iy^ 


\ + \\df{x^n-l)-'\\/C 


< 1 


1 df{x^n-iy^ 





car C-i < 1 - < ge/2 _ ^_ 

(c) D'apres (b) , g{Bn) est contenu dans la boule centree en x_„_i et de rayon : 

r'nix) := rnix) \\ dfix^n-iY^ II e^/' < r„(x)M„(£)e^/l 
Elle est en particulier contenue dans V„+i(x). En effet, on a : 

rn{x)Mn{x)e''^ < Ai(x)e-("+^)^e^/VC < /li(x)e-("+^)^ < J^)/2. 
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\2k 



On en deduit comme precedemment : 

Lip(/|5(B„)) < II df (x^n-i) II + r'^{x)Mn{x) 

< ||rf/(x_„_i)||+r„(x)M2(x)e^/2 

< II df{x_n~l) II + II df{x^n-l) II /C 

< II II e^/^ 

(d) On a dans ce cas : (d) On a dans ce cas : 

inf |jac/(?/),y G 5'(fin)| > Jac/(x_„_i) - r^(x)M„(x)^ 

> Jac/(x_„_i)-r„(x)M„(x)=^'^+ie^/2 

> Jac/(x_„_i) - Jac/(a;_„_i)/C 

> Jac/(x_„_i)e"'/^. 

(e) Puisque les fonctions quasi-psh sont /x-integrables, il en est de meme pour 

z log (min{l , || df{z) \\ , || df{zy^ \\ , Jac/(z)}) . 

Ainsi, d'apres le lemme lOl^ h). il existe une fonction e-lente A2 : X — >]0, 1] verifiant 

W X /t-p.p. , Vn > , an{x) > A2{x)e~^^. 
A I'aide de la ligne Q, on verifie facilement que Ton a (avec p' > 1) : 

Vf /i-p.p. , Vn > , r„(x) > g-^^""'^ (^(Cc)-^e-^Ai(£)2'''A2( 



On prend alors pour r] la fonction entre les parentheses : elle est bien 3p' e-lente car 
Ai et A2 sont e-lentes. D 

Demonstration de la proposition 13.11 : Les notations sont celles du lemme 
13 .31 Posons 

Vn > 1 , 5„ := {r-\z) , z G , f{z) G 3^-2 , • • • , r-'(^) G 5o} C ^q. 

D'apres le lemme EHl le lemme EHl et les inegalites des lignes (P) et (cf section 
\2A^ . il existe des fonctions e-rapides Ci,C2 : X* [l,+oo[ et une fonction e-lente 
Cg : X* -^]0, 1] verifiant : 

(1) Pour tout n > 1, gn := existe sur _B„. 

(2) Lip (^7„|^J < Uti II dfix^r' II e"^/' < Ci(i;)e'^(->^i(i-o)+^). 

(3) Lip (/|^,^(^^)) < nr=l II df{x.^) II e"^/2 < ^^(^)gn(x,(l+eo)+.)_ 
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(4) inf {jacr(y),i/ G gn{Bn)] > Jac /" (x„„)e— > C3(x)e"(2S-^). 

Pour le dernier point, rappelons que Ton a Jac/"(a;„„) = nr=i J^*^ 
log Jac = 2E (cf section l2?I|) . Posons C := max{Ci,C2} et r := rj/C, 

oil T] a ete introduite au lemme l373l Ces fonctions sont respectivement e-rapide et 
pe-lente, avec p := 3p' + 1. Pour montrer (b), on verifie I'inclusion B{xo,r{x)) C -B„ 
par recurrence, en utilisant (2) avec e -C Xi- L'assertion (c) decoule de (3). En- 
fin, le point (d) provient du theoreme de changement de variables avec k := 6*3^^. D 



4 Demonstration du theoreme 11.11 
4.1 Minoration 

Etant donne e > 0, prenons les fonctions a variation lente r, C definies par la propo- 
sition [HUl La fonction ( := r/C est done (p + l)e-lente, et il existe une fonction 
a : X* ^]0, 1] verifiant : 

Vn > 1 , arix)) > a(x).e-"(''+l)^ 

On obtient ainsi, en posant 5„ := e-"(^'=(i+^o)+^).e""(^+^)' : 

Wx p-p.p. , Vn > 1 , C i?,.„(C(r(x)).e-"(^^(i+^«)+^)). 

Puisque /" est injective sur ces boules (cf proposition I3.1l -(c)). et que p est une 
mesure de probabilite et de jacobien dt (cf section EH}, cette inclusion implique : 



— n 



Vx p-p.p. , > 1 , p (5^o((t(x).5„)) < d 
ce qui fournit immediatement : 

V X p-p.p. , Vn > 1 , — > 



log((7(x).5„) log((j(x).5„)' 

On en deduit, en prenant la limite inferieure : 

^ 1. . Jog fi{B^^{a{x).6n)) logdt 

y X p-p.p. , limmi — > 



n^+oo \og{a{x).6n) Xfc(l + Cq) + (p + 2)e ' 

II existe done un borelien A de X verifiant p(A) = 1, et 6* : A ^]0, 1] tels que : 
WxeA, liminf 'o^^iBMfS.)) ^ logd, 

Le corollaire 1 1 . 31 applique a p„(x) := 9{x).6n entraine : 

logdt 



dimH(p) > 



Xfc(l + eo) + (p + 2)e' 
On obtient la minoration dim7.^(p) > logdt/ Xk en faisant tendre e et eo vers zero. 
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4.2 Majoration 

Considerons pour e > fixe les fonctions a variation lente r,C et k definies a la 
proposition 13.11 On leur associe des fonctions mesurables f,Cetk verifiant les 
proprietes de la definition 12.21 Fixons aussi ro, Co, > pour que le borelien 



A := |x e X* , r{x) > To , C{x) < Cq , k{x) < kq 

verifie fi{A) > 0. On note alors A := ito{A), et pour tout n > : 

r„ := roe-^P' , C„ := Coe^' , «:„ := «:oe"^ , 5„ := (r„/C„).e-"(>^'=(i+^«)+^). 
Pour tout X G A et n > 0, on pose aussi : 

Xn ■= Fix) , Qn ■= f^^ , X := 7ro(x) , X„ 1= Tro{Xn) = Fix). 

Le lemme suivant est une consequence de la proposition 13.11 : 
Lemme 4.1 Pour tout x G A, on a : 

(a) gn est definie sur i?^^(r„). 

(b) Pour tout s e]0,r„], C ^„(5^„(s)). 

(c) vol gn{Bx„{rn)) < ce"^""^, oil c est une constante independante de n. 

Demonstration : Les deux premiers points s'obtiennent a I'aide de la proposition 
I3.1l -(b).(c). en observant : 

r{xn) > r{x)e~''P' > roe""''^ = r„ et C(x„) < C'(x)e"^ < Cqc"^ = Cn- 

Pour le dernier point, la proposition 13 . 11 - f d) et I'inegalite K{xn) < kqc"-" entrainent : 

Yol gn{B,„{rn)) < ft:oe"Vol(5,„(rO)e-"(2S-^) < ce'^-^ 

avec c une constante assez grande. On utilise ici I'inegalite vol(i?a;„(r„)) < e"^*^*^ 
valable a une constante multiplicative pres. D 

Nous obtenons la majoration en montrant I'inegalite : 

dim^ A < := 2k ; . 10 

Xfc(l + eo) + (p + 2)e 

En eff'et, si celle-ci est verifiee, le lemme [231 entraine dim7^(/i) < et on termine en 
faisant tendre eo et e vers zero. On s'attache a present a la preuve de (fTTHl . Etant 
donne 5 > 0, fixons n > pour que 25„ < 5 et choisissons En, un sous-ensemble fini 
de A, verifiant : 
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(i) les boules de la famille {i?^((5„/4), x G En} sont disjointes deux a deux. 

(ii) A est recouvert par la reunion UxeSn ^xi^n)- 

On a alors par definition de la fonction d'ensemble A^^ (cf section l2X 



Aa^A^) < i^En.{2Snr. (11) 

Nous montrons maintenant I'estimation (fTTHl en verifiant que le membre de droite 
de (fTT| est borne par une constante independante de 6. Nous evaluons #-En a I'aide 
du resultat suivant : 

Lemme 4.2 // existe une famille d'ouverts Vn de cardinal au plus crr~^''d^, oil a 
est une constante independante de n, verifiant : 

(a) VP G P„, vol(P) < ce~2ns_ 

(b) Vx G E„ , P.(5„/4) C Upgp„ P- 

Supposons ce resultat acquis, et terminons la demonstration du theoreme. Si r„ 
designe le volume d'une boule de rayon (5„/4, le lemme l42l et (i) entrainent : 

*En<^Yl ^ ^^^n '"^r-Ce-^"^. (12) 

En utilisant (ii) et les lignes (fTT|l et (fT^ . on obtient les inegalites suivantes (a des 
constantes multiplicatives pres independantes de n) : 

< s:a,-2A: -2fe -n(2S-log(it) 
~ "n ' n ^ 

a^-2k 

< ( -I^ ] g-n(xfc(l+eo)+e)K-2A:)^--2fcg-n(2S-log<iO 



n 



^ ^n[e(p+l)+(xfc(l+eo)+e)](^^^:ii^^t^||f^)^2fcnpeg-n(2S-l^^ ^ 

Ainsi, Aq^ ,5(A) est majore par une constante independante de 6. La quantite Aa^{A) 
est done finie, ce qui entraine (|TTHl . D 

Demonstration du lemme HiSl : Solent n > et ;B une famille finie de boules 
recouvrant X de rayon r„/4 de cardinal majore par (jr~^'', ou a est une constante 
independante de n. Reprenons les notations et les resultats du lemme WA\ Soient 
X E A et B E B tels que f^{x) G B. Si 2B designe la boule concentrique a P et de 
rayon double, on a clairement : 

P,„(r„/4) c2PcP.„(r„). (13) 

Posons Px := gn{2B). L'inclusion de droite dans (fT!^ et le lemme H?T] -(a) montrent 
que I'ouvert P^ est bien defini et qu'il est contenu dans gn{Bx,Xrn))- Le lemme 
I4.1l -(c) entraine : 

vol(Px) < 
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Si X G En, I'inclusion de gauche dans (fTTS|l et le lemme I4.1l -(h) avec s = rn/4: 
impliquent : 

5.(V4)C(7„(5,„(r„/4))cP.. 

La famille Vn '■= {fi'n(2-B) , B & B} repond au probleme pose. Son cardinal est bien 
majore par ar~'^^dll (/" est de degre topologique d") et les applications Qn sont des 
branches inverses de /" sur les boules de B. D 
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